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Уравнение Лаврентьева – Бицадзе решается в полуплоскости. При этом областью 
эллиптичности также является полуплоскость, а областью гиперболичности – полоса. На одной 
из прямых, ограничивающих полосу, задана наклонная производная в направлении 
характеристики, а на другой прямой – границе раздела полосы и полуплоскости - решения 
сопрягаются краевыми условиями четвертого рода. 
Ключевые слова: уравнение Лаврентьева – Бицадзе, наклонная производная, краевые условия 
четвёртого рода 
 
Введение 
Многие проблемы прикладного характера (например, проблемы околозвукового те-
чения сжимаемой среды) сводятся к решению дифференциальных уравнений смешанного 
типа (уравнению Трикоми, уравнению Чаплыгина и др.). Важной моделью уравнения 
смешанного типа является уравнение Лаврентьева-Бицадзе [1]. Решению различных крае-
вых задач для этого уравнения посвящено огромное количество статей (см., например, [2], 
[3], [4], [5], [6]). Поэтому и решение задачи о наклонной производной для уравнения Лав-
рентьева Бицадзе представляется весьма актуальным.  
1. Обозначения 
Введём следующие обозначения: 
           
        прямая, параллельная оси    ;  
  
                 и   
                 - полуплоскости, на которые прямая 
   разбивает плоскость  
  . 
В полуплоскости    
        рассмотрим уравнение Лаврентьева – Бицадзе  
    
            
    (1) 
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В полуплоскости   
  - области эллиптичности уравнения (1) – положим 
                , 
а в полосе      
      
                       - области гиперболичности 
уравнения (1) - положим 
                
2. Задача 1 о наклонной производной 
Пусть      – функция, удовлетворяющая на числовой прямой условию Гёльдера 
(включая бесконечно удалённую точку) [7, с. 20], при этом пусть        , а её произ-
водная - функция            - также удовлетворяет на числовой прямой условию Гёль-
дера, включая бесконечно удалённую точку, и      
 
    
            . 
Рассмотрим следующую задачу.  
Найти функцию         , гармоническую и ограниченную в полуплоскости   
  и 
функцию         , ограниченную и удовлетворяющую в полосе   уравнению 
    
      
    (2) 
по краевому условию 
   
  
         
   
  
             
(по заданной на прямой     наклонной производной в направлении характеристик уравне-
ния (2), заданных уравнениями       ) и по условиям сопряжения функций         и 
        на оси     
                     
   
  
        
   
  
       (3) 
где     - положительное число. 
Решим эту задачу. Представим функцию         по формуле Даламбера  
                       
где      и      - дважды непрерывно дифференцируемые функции. Преобразуем функ-
цию         : 
                                         
                                          
   
   
   
   
 
где введены обозначения  
                          
Имеем 
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Отсюда получаем, что        
 
 
      , а       
 
 
        . Далее, 
                 
 
 
          
   
   
 
              
Но тогда в силу условий сопряжения              . А так как функция         
является гармонической и ограниченной в полуплоскости   
  , то она представима в этой 
полуплоскости интегралом Пуассона 
         
 
 
  
      
          
  
  
 
Далее,  
   
  
                 
 
 
           
 
 
          
   
  
                     
   
  
       
 
 
  
                 
            
  
  
 
Применим к последнему интегралу формулу интегрирования «по частям»: 
   
  
         
 
 
     
   
          
   
    
 
 
  
            
          
  
  
 
Так как функция         ограничена в полуплоскости   
  , то функция      
        ограничена на числовой прямой, и первое слагаемое в правой части последнего 
равенства равно 0. Тогда 
   
  
        
 
 
  
            
          
  
  
 
   
  
        
 
 
  
       
   
  
  
  
Здесь мы должны предположить, что функция       удовлетворяет на числовой пря-
мой условию Гёльдера (включая бесконечно удалённую точку). А так как ещё ограничен-
ная функция                 
 
 
 , где   - действительное число, то         . Тогда 
для нахождения неизвестной функции       получаем сингулярное интегральное уравне-
ние 
               
 
 
  
       
   
  
  
 
Рассмотрим интеграл типа Коши 
 
   
  
       
   
  
  
  
             
            
  
Применяя формулы Сохоцкого для интеграла типа Коши [7, с.47 ] 
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получим задачу о скачке на действительной оси: 
                                       (4) 
Перепишем краевое условие (4) в виде 
                               
Рассмотрим ещё один интеграл типа Коши 
 
   
  
        
   
  
             
             
 
  
  
 
Теперь с учётом формул Сохоцкого получаем 
                                       
или 
                                     
А отсюда следует, что 
                               
                              
где   - произвольная (комплексная) постоянная. Но тогда 
       
       
      
                
       
      
         
Теперь можем найти неизвестную функцию τ'(x) :  
                   
       
      
  
       
      
  
  
 
    
   
 
 
         
 
   
  
        
   
   
  
  
 
  
 
    
    
 
 
         
 
   
  
        
   
   
    
     
  
  
  
  
      
     
  
 
        
  
        
   
  
  
  
    
     
 
Это возможно тогда и только тогда, когда   - число чисто мнимое, т. е. когда       
, где    - действительное число. А учитывая, что         и        , получаем, что 
     , а 
      
      
     
  
 
        
  
        
   
  
  
 
Наконец, мы можем найти неизвестную функцию τ    : 
      
      
     
  
 
        
                    
  
  
 
где   - произвольная (действительная) постоянная. Применим к последнему интегралу 
формулу интегрирования «по частям»: 
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Так как функция      удовлетворяет в бесконечно удалённой точке условию Гёль-
дера и так как        , то первое слагаемое в правой части последнего равенства равно 
0, и 
     
      
     
  
 
        
  
        
   
  
  
 + C 
Рассмотрим пример для 
p     
 
          
    
 
         
   . 
Имеем: 
       
 
                  
  
  
 
         
  
  
                 
   
  
  
  
   
 
                   
 
      
                    
    
 
        
                     
 +C 
         
          
                         
    
        
                 
                       
  
 
               
+ С 
3. Задача 2 о наклонной производной 
Аналогично решается следующая задача. Найти функцию         , гармоническую 
и ограниченную в полуплоскости   
  и функцию         , удовлетворяющую в полосе   
уравнению (2) по краевому условию 
 
   
  
        
   
  
            
(по заданной на прямой     наклонной производной в направлении характеристик уравне-
ния (2), заданных уравнениями       ) и по условиям (3) сопряжения функций 
        и         . Только при решении задачи 2 используется представление 
                        
   
   
 , 
 где                , а             
 
 
        . 
В результате получаем 
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Заключение 
Таким образом, в работе решена задача о наклонной производной для уравнения 
Лаврентьева-Бицадзе в полуплоскости, при этом область эллиптичности также является 
полуплоскостью, а область гиперболичности – полосой. Наклонная производная задана на 
одной из прямых, ограничивающих полосу, в направлении характеристики гиперболиче-
ского уравнения, а на другой прямой, ограничивающей полосу и разделяющей ее с полу-
плоскостью эллиптичности, выполняются краевые условия четвертого рода. Показано, что 
при сделанных предположениях относительно заданных функций задача имеет единст-
венное решение (с точностью до произвольной действительной постоянной).  
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The article solves the boundary value problem with an oblique derivative for the 
Lavrentyev – Bitsadze equation, which is an equation of the mixed elliptic-hyperbolic type. The 
mixed type equations are used in transonic gas dynamics. A restricted solution to the problem is 
sought in the half plane, consisting of the upper half plane (where the equation is elliptic) and 
adjacent band (where the equation is hyperbolic). At the boundary of the domain an oblique de-
rivative towards one of the characteristics is specified. At the boundary of the upper half plane, 
which is a line of equation type alteration, the matching conditions of the fourth kind are set. In 
the hyperbolicity band the solution is represented by d’Alembert formula, and in the upper half 
plane, where the equation is elliptic, the restricted solution is represented by Poisson integral of 
unknown density. For unknown Poisson integral density a singular integral equation is obtained, 
which is reduced to the Riemann boundary value problem for holomorphic functions. The solu-
tion of this problem is obtained in an explicit form. Thus, the solution to the problem with an 
oblique derivative for the Lavrentyev – Bitsadze equation was obtained in an explicit form for 
the case of the half plane accurate to a constant summand. An example of solving the problem to 
prove the theoretical calculations is provided at the end of the article. 
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